Conjuntos Numéricos

Los conjuntos que revisten una gran importancia dentro de las matematicas, son
los conjuntos numeéricos, y es primordial el estudio de las diferentes propiedades y
operaciones que pueden definirse entre ellos.
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A través del desarrollo histérico, el hombre se ha venido organizando cada vez
mas en el aspecto social, y en ese proceso de transformacion y de organizacion
social ha tenido que descubrir y crear herramientas que le permitan dar una
explicacion a los eventos propios de dicho avance.

El ser humano inicialmente contaba o enumeraba los objetos y cosas de la
naturaleza, posteriormente, empezé a producir o colectar mas de lo que
necesitaba para subsistir y entonces se vio en la necesidad de establecer trueques
y ventas con los productos que, de alguna manera, sobraban y no eran
trascendentes para él. Con estas actividades de intercambio, se inicia cierta forma
de comercio y con éste, el registro de ésta nueva actividad para poder ejercer
control sobre la misma.

Estos procesos se van a perfeccionar aun mas con la creacion de las cantidades
negativas, que posteriormente con la aparicion de las fracciones, y la posibilidad
de expresar estas ultimas en forma decimal, van a constituir lo que conocemos
como expresiones 0 numeros reales. Podemos decir que en ese devenir historico
se han venido construyendo paulatinamente cada uno de los conjuntos numéricos,
partiendo de los naturales hasta los reales.



Conjunto de los Numeros Naturales

El hombre al tener percepcion y conciencia de los objetos y cosas de la
naturaleza, crea la necesidad de contar o enumerar dichos elementos,
desprendiéndose implicitamente de alli el concepto de numero natural. Los
numeros 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, ... constituyen el conjunto de los
numeros naturales, el cual se denota con la letra N.

N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, ...}
Los naturales son un conjunto ordenado el cual se acostumbra a representar

sobre una semirrecta que se extiende a la derecha, a intervalos igualmente
espaciados, y denominada semirrecta natural:
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Con la utilizaciéon de este conjunto se resuelven ecuaciones sencillas como por
ejemplo:

X+3=7;donde X=4, 4N

En relacion con lo anterior, hallemos el valor de verdad de las siguientes
proposiciones:

a. La cantidad de articulos en un proceso de produccion es un numero natural
(V)

b. La cantidad de empleados en un proceso de produccion es un numero
natural (V)

c. La cantidad de un sobregiro en una cuenta corriente es un numero natural

(F)
Fundamentos de matematicas

Podemos efectuar algunas operaciones entre los conjuntos numéricos, como la
suma y la multiplicacion.

103.456 + 207.002 = 310.458, donde 310.458 U N

25.475* 765 = 19.694.925 LI N



No obstante al efectuar:
105.823 — 285.465 = - 179.642, donde - 179.642 LI N
245.348 + 125 =1.962,784 LU N

Esto debido a que la resta y la divisiébn no son posibles en todos los casos, es
decir no son cerradas en este conjunto.

La sencilla ecuacién X + 3 = -7 no tiene solucién en los naturales, para resolverla
se hace necesario la existencia de opuestos, por lo tanto su solucion se obtiene en
otro conjunto numerico.

Conjunto de los Numeros Enteros

Con la aparicion de las situaciones donde hace falta para, de déficit, de deuda y
de equilibrio, arbitrariamente surgen las cantidades negativas. Cada uno de los
numeros naturales tienen un opuesto, excepto el cero que es llamado el negativo
de dicho numero con ellos se forma un conjunto llamado de los enteros negativos,
se nota por Z©.

Ampliamos el conjunto de los numeros naturales con los enteros negativos y el
cero, conformando el conjunto de los numeros enteros, el cual se denota por Z.

Z =700 {0} 0 z®
zZ={.-8,-7,-6,-5,-4.-3,-2,-1,0,1,2,,4,5,6,7,8, ... }
Los numeros enteros son un conjunto ordenado ascendentemente de izquierda a

derecha, es decir de menor a mayor, los cuales se representan en una recta
llamada recta entera.

.5 -4 -3 -2 A 0 1 2 3 4 5 ..

Para todo par de numeros enteros h y q, h es mayor que q siempre que la
diferencia de h con respecto a q sea una cantidad positiva, es decir, si (h, q) U Z,
h > q si y solamente si (h—q) U Z®.

En este conjunto se resuelven ecuaciones sencillas como por ejemplo:

X+7=3,donde X=-4, -4 U Z.



Hallemos el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

a. La cantidad de articulos en un proceso de produccién es un numero entero
negativo (F).

b. EIl valor del resultado del ejercicio de una comparfia es un numero entero
(V).

c. Un sobregiro en una cuenta corriente puede ser un entero negativo (V).

Podemos en los enteros efectuar las operaciones de suma, resta y multiplicacion.

123.895 — 245.665 + 842.007 — 1.978.003 + 503.448 = 1.469.350 — 2.223.668 =
-754.318 U Z

(-24) (-23.005) (56) (-3) = -92.756.160 L Z.

La division no es posible en todos lo casos, la ecuacion sencilla 3X = 1 no tiene
. . 1
solucién en los enteros, ya que la solucion es X = 3 0 Z, y en los enteros no

existen inversos, por lo tanto, la solucion se obtiene en otro conjunto numérico.

Conjunto de los Numeros Racionales
Tomar una parte o porcidon de un todo se convirti6 en una necesidad que

finalmente, fue el punto de partida para llegar a considerar las fracciones. Se llama
fraccién a un numero de la forma:

%, cona,bllZ b # 0.b recibe el nombre de denominador y a de numerador.

-1
. , . b
Toda fraccion ﬁ, tiene un inverso EﬁH = — yestalque ﬁﬁ =1
b P O a b a
Las fracciones se pueden expresar de una de las cuatro formas a saber:

., a
1. Como una fracciéon de la forma 2

Como unarazéndelaformaa:b, selee “aesab”.
Como una expresiéon decimal, mediante la division de a sobre b.
Como un porcentaje, en forma decimal y multiplicada por cien.

S

Ejemplo.

Podemos aplicar lo anterior a situaciones del ambiente empresarial.



A. En un proceso de produccion si de cada 4 articulos elaborados 3 salen sin
defectos se dice que la razén de los articulos buenos con relacion a los

. . .3
articulos producidos es 3 a 4. Si expresamos la fraccion 2 en forma
decimal se obtiene:
3 /4

20 0,75
0

3 . .,
Como 2 = 0,75 decimos que el 75% de la produccion no sale defectuosa.

B. Ejemplos de operaciones con racionales fraccionarios:

17,3 15_1-7+3-15 _-2+4_ 18_ 9
4 4 4 4 4 4 4 2
7 1,3 ,5_105-20+36+50 _—20+191_171_ 57
4 3 5 6 60 60 60 20
615 \w‘_ 2) 0D _EHAED 3
L2504l 3) 0 250463 Selel 5

515

Establecemos el conjunto de los racionales como el conjunto formado por todas
las fracciones, se representa con la letra Q.

0 = -{_f"Y._.ﬂ: = % conabeZ ,b#0}

Cada uno de los numeros racionales, se expresa decimalmente de una y Sélo una
de las tres siguientes formas:

a) Como un decimal finito
b) Como un decimal infinito periédico puro
c) Como un decimal infinito periédico mixto



Ejemplo.

—% =—3+4=-0.75 parte decimal finita 75
2123 _3.11=0272727... periodo 27. > = 0,27
99 11 11

475 5 5 : : .
prars _29 = 2 =—1.638888.... parte decimal finita 63 parte periddica 8.
900 180 36
59 _

~Z=-1638
36

Todo numero racional tiene una representacion decimal, ya sea, decimal finita o
decimal periddica. Todo numero cuya representacion decimal no cumple con lo
anterior no es un numero racional.

La sencilla ecuacion X° = 8 no tiene solucién en los racionales, ya que la solucién

esx=+.8 ¢ 0. Esta es una cantidad decimal infinita pero no periddica, por lo
tanto la solucion se obtiene en otro conjunto numerico.

Conjunto de los numeros irracionales

Si queremos obtener la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 2, en los
numeros racionales no la encontramos. Utilizando el teorema de Pitagoras

podemos expresar su valor como X? = 22 + 22 = 8, |a solucién seria x = /3 0Q.

Existen otros numeros como 8 que no se pueden expresar como el cociente de
dos numeros enteros, estas expresiones corresponden a decimales infinitos no-
periédicos; como no son racionales reciben el nombre de numeros irracionales,
son irracionales por ejemplo:

—4,010010001000010000010000001.....
n =3,141592654...
6,123456789101112131415161718192021...

J8 =2,828427125...
€ =2,718281828...



Y131 = 5,078753078...

Todas las raices de cualquier orden que sean inexactas. El conjunto de los
numeros irracionales se representa mediante la letra 7 .

1= {x/x,xes un numero cuya expresion decimal es infinita no- periddica}.

Las operaciones usuales de suma, resta, multiplicacién y division no son cerradas
en los irracionales, es decir no siempre dan un numero irracional

—

37 €I, -3J7 €1 pero 337 -3J7=0¢ I

—_— —_—

53 € I.-4+3 € I pero (54/3)(-4,/3) =—60¢ I

8V3 e1.-4v3 e 1 pero (83)+(-4J3)=2¢1

Conjunto de los numeros reales

El conjunto de los numeros racionales Q esta formado por todos los numeros que
se pueden expresar decimalmente, como decimales finitos o decimales infinitos
periodicos. El conjunto de los numeros irracionales ( /) por todos los numeros que
se expresan decimalmente, como decimales infinitos no-periddicos; luego los

conjuntos Q e I son disjuntos (Q n r= (p).Se conforma el conjunto de los numeros
reales como la unién de los numeros racionales y los numeros irracionales. Se
simboliza con R LuegoR= QU L

Podemos decir que un numero real es todo aquél que se puede expresar
decimalmente.

Los numeros reales pueden ser representados en una recta horizontal llamada
recta real, en donde se establece una correspondencia biunivoca, es decir, para
cada punto existe un numero real y para cada numero real existe un punto en la
recta, debido a que la cantidad de numeros reales, entre dos, es infinita.
Usualmente, se ubican algunos de ellos en la representacion en la recta, de
acuerdo al valor que tengan los numeros a los cuales queremos hacer referencia.
Para representar numeros irracionales en la recta real nos valemos del teorema de
Pitagoras /2 =12+ 12,



r 3

-2 -2 -1

ta =

Operaciones y propiedades fundamentales

Los numeros reales por sus caracteristicas y por ser un conjunto demasiado
denso, es cerrado para la gran mayoria de las operaciones, a la vez que satisface
una serie de propiedades que permite en el mayor de los casos simplificar los
resultados de las mismas. Se presenta a continuacion una tabla donde veremos la

operacion y las propiedades que cumple dicha operacion.

Operacion

Suma | Resta | Multiplicacién | Division
Propiedad
Cerradura X X X X
Asociativa X i
Conmutativa X X
Modulativa X X
Invertiva X X
Distributiva (con Suma yresta | Suma y
respecto) resta

Algunas personas, en ciertas situaciones cotidianas, realizan con gran rapidez el
calculo operatorio aplicando propiedades de las operaciones para simplificar los
resultados, por ello es importante en el desarrollo de situaciones problémicas la
aplicacién de dichas propiedades en su planteamiento y solucion.




Potenciacién
La potenciacion es una operacion que consiste en hallar el resultado p de
multiplicar por si misma la base b una cierta cantidad de veces e.

be=bBBb...1b =p, se lee “belevado alae”
evelesb

Ejemplo.
(=5)*= (-5)(-5)(=5) = —125
(745.68)% = (745.68)(745.68) = 556.038.8624
(2.43)* =(2,43)(2,43)(2.43)(2,43) = 34,8678

En algunas potencias es mas conveniente apoyarse en una calculadora. Para
obtener (82,47)%° se escribe inicialmente la base luego la tecla de elevar XY 6 Oy
por ultimo la tecla =

(82,47)>°=(82.47) A 2.5 = 61.764.65023 0
(82.47)>° =(82.47)x” 2.5 = 61.764.65023

(4,89)7* = (4,89) A —3,4 = 0,00453 0 (4,89)™* = (4,89)x" —3,4=0,00453

Como el exponente positivo indica que se habra de multiplicar por si misma tantas
veces la base, el exponente negativo inversamente indicara que se habra de

1 1
dividir tantas veces por si mismalabaseb®*= ————= —.
p hIB @ B b pe
eveces b

(4,89)% = = 0,00453

(4.89)™

Propiedades
Es util aplicar propiedades para simplificar el proceso operatorio.

a) Producto de potencias de igual base: Para multiplicar potencias de igual
base, se deja la misma base y se suman los exponentes.

()" () (p) =(p)™"



b) Producto de potencias de igual exponente: Para multiplicar potencias de igual
exponente, se multiplican las bases dejando el mismo exponente.

@) (q) () =(p-q-r)

c) Cociente de potencias de igual base: Para dividir potencias de igual base se
deja la misma base restando los exponentes.

m

d) Cociente de potencias de igual exponente: Para dividir potencias de igual
exponente, se deja el mismo exponente haciendo el cociente de las bases.

1
1 N

L_"i]
ij '\p,

e) Potencia de un exponente elevado a otro exponente: Para elevar una potencia
de un exponente a otro exponente se deja la misma base multiplicando los
exponentes.

(gm :)’-* :qm-n
Ejemplo.
(<73 = (=7.3)°
76 .(53)3 _16.56 _1p°
1

T,
fad
N

p—

[N




Radicacion

La radicacidon es una operacion que consiste en hallar la base » que multiplicada
una cierta cantidad de veces e es la potencia p.

Lo expresamos e\/_= b siempre que b° = p, se lee “raiz e- ésimade p ”.

Ejemplo.

Y-8 =-2 yaque (-2)° =8

1625 =5 ya que 5* =625

El obtener raices es mas conveniente con el apoyo de una calculadora.

Para obtener 4/27,9841 = 2,3 se escribe inicialmente 4 luego la tecla SHIFT

después la tecla \/_ o} x% 27,9841 y se obtiene 2,3 ya que (2,3)* = 27,9841.

Podemos establecer las raices como potencias con exponente racional a partir de
la siguiente definicion:

Siempre que b #0 se define b% = 2/p™ y se lee “raiz n-ésima de b elevado a la m”.

De esta forma, se pueden justificar las propiedades de la radicacién a partir de las
de la potenciacion.

Propiedades

a) Producto de raices de igual radicando: El producto de raices de igual radicando,
es igual a una raiz de indice igual al producto de los indices anteriores del mismo
radicando elevado a la suma de los indices.

H+m
Ng-Wg=q7q" =q™" ="q

b) Producto de raices de igual indice: El producto de raices de igual indice ,es
igual a una raiz del mismo indice del producto de los radicandos.

1
n

n+m

1 1

Va-3p=q-p =g p) =%pq



c) Raiz de otra raiz: La raiz de otra raiz, es una raiz de indice igual al producto de
los anteriores indices del mismo radicando.

1

— jr — .?F!;:Iu'lg

J=|._.

%"{'—G—(G T—rf’

Logaritmacion

La logaritmacién es una operacion que consiste en hallar la cantidad de veces e
que la base b multiplicada por si misma da una cierta potencia p.

Lo expresamos LOgZ, p =€ siempre que b° = P se lee “logaritmo en base b de
pesigualae’.

Ejemplo.
Log381 =4 siempre que 3* =81

Lg

=2 siempre que (
N\

J—-|'—
[\.J||—-

Intervalos

Ciertos conjuntos de numeros reales, conocidos como intervalos se presentan con
frecuencia en el calculo y geométricamente corresponden a segmentos de recta.
Por ejemplo, si a < b, entonces el intervalo abierto desde a hasta b esta
integrado por todos los numeros que se encuentran entre a y b, y se denota
mediante el simbolo (a, b). Utilizando la notacion constructiva de conjuntos
podemos escribir:

(a,b)={x/a<x<b}



Note que los puntos extremos a y b, no estan incluidos en éste intervalo. Este
hecho queda indicado por los paréntesis ( ) en la notacion de intervalos y por
circulos en blanco a nivel grafico.

Ejemplo.

O O >
a b

El intervalo cerrado entre a y b es el conjunto
[a,b]={xa<x<b}
Aqui los puntos extremos de los intervalos han quedado incluidos. Esto se indica

mediante corchetes [ ] en la notacidn de intervalos y con los circulos sdlidos,
como se muestra a continuacion.

También es posible incluir sélo un punto extremo en un intervalo, como se
mostrara mas abajo en la tabla de intervalos.

Necesitamos considerar también intervalos infinitos como se muestra a
continuacion.

(a, @ )={x/x>a}

Esto no significa que el « (“infinito”) sea un numero. La notacion (a, ®)
corresponde al conjunto de todos los numeros que son mayores que a, por lo que
el simbolo % simplemente indica que el intervalo se extiende de manera indefinida
en la direccion positiva.

La siguiente tabla, lista los nueve tipos posibles de intervalos. Cuando estos se
analicen, siempre supondremos que a < b.



Notacién Descripcion del conjunto ) Gréfica

(a,b) {xla<x<b} ° l:;———i—

{a, b] xlas=x=b} . Tb >

[a, b) {xla=x<b} ! . b >~

(a, b] {xla<x<b} — — -
. (a,%) {xla<x} o —
S xla<x} - -
(o, b) (x1x < b} i .
| (—, b] {x1x<b} >
i (=00, ®) R (conjunto de todos los | B

ndmeros reales)

I i
Ejemplo.
Exprese cada intervalo en términos de desigualdades y grafiquelos:
@ [-1,2]={xl-1=x<2} _-1 T >
®)[1.5,4]1={x115=x=4} " ; >

(c) (-3, ) = {x -3 <x}

Determinacion de uniones e intersecciones de intervalos

Grafique cada conjunto:

a (1,3)n [2,7]

b. (-2,-1)0 (1,2)

Solucién

a. Lainterseccion de dos intervalos esta formada por los niumeros que se
encuentran en ambos, por lo tanto:

(1,3) N [2,7]={x/1<x<3y 2<x<7)}



{x/2<x<3}

=[2,3)
(1,3) e
TR "
12,71 L
& 2 ”
i2,3) N
S 2 3 "

b. La unién de los intervalos (-2, -1) y (1, 2) la conforman los numeros que se
encuentran ya sea en (-2, -1) o en (1, 2), por lo que:

(2,-1) 0 (1,2)={x/ 2<x<-1 6bien, 1 <x<2}

(_2',—1) .
O O——— il
-2 -1 90
(1.2)
Qs O— —»
0 1 2

(2,-1) U(1,2)

 O——O——}——O——O—— >

2 -1 0 1 2

Valor Absoluto y Distancia

El valor absoluto de un numero @, denotado por |a|, es la distancia desde @
hasta O (cero) en la recta de los numeros reales.

{-31=3 151=5

La distancia es siempre positiva 6 0 (cero), por lo que tenemos que |a| > 0 para

todo numero a. Al recordar que ~4 es positivo cuando @ es negativo, tenemos la
definicion siguiente:



Si a es un numero real, entonces el valor absoluto de es:

asi az0

|a|= —asjia<(Q
Ejemplos
(@) 131=3

b) 1-31=—-(3)=3
© 13-7wl=—@B-m=mm-3 (puestoque3<m=3-m<0)
(d) Six=4, entonces lx—4!=x-4 (puestoque enestecasox—4=0)

{(¢) Six <4, entonces |lx—4|l=—(x~-4)=4—-x (puesto que en este caso
x—4<0)

Al aplicar la definicion de valor absoluto se pueden demostrar las siguientes

propiedades:

Propiedad - Descripcion.
Llal=l-al - Un niimero y su negativo tienen el mismo valor
absoluto
3. labl=iallbi ~El valor absoluto de un producto es el producto
' _ _ ~ de los valores absolutos.
a I'a | ) : - : .

3. b = m El valor absoluto de un cociente es el cociente

o ' ~ de los valores absolutos. '
4. 1a"l=lal’ El valor absoluto de una potencia es la potencia
' o del valor absoluto.

Ejemplo

Simplificacién del valor absoluto en una expresion.



@ l-4-XPl=l-G+DI=14+ 1 =4+x Propiedad | y el hecho de que
44+ 5>0

® 1 2x-61=12(x-3)1=21x-31 Propiedad 2

Distancia entre puntos en la recta real

Si a y b son nimeros reales, entonces la distancia entre los puntos @ ybenla
recta real es’

da,b)=1b-al

le— b —al

T
ot

a

S e

Ejemplo.

(Cuil es la distancia entre los nimeros —2 y 11 en la recta real? A partir de la figura
10 vemos que la distancia es 13. Obtendriamos esto calculando i 11 - (-2) =130 bien

| (<2) — 11 | = 13. Partiendo de esta observacién, podemos hacer la siguiente definicion

.
L1
1

[
;o

11
Ejemplo.

La distancia entre lo ndmeros -8 y 2 es

dla,b)=1-8-21=1-101=10

Podemos verificar este cdlculo geométricamente, como se muestra

e———10 —>
1_18 1 1 1 1 1 1 ] 0I [ i 1

-

EJERCICIOS



33-48 = Simplifique la expresion y elimine cualquier exponente
negativo. Suponga que todas las letras indican ndmeros positivos.

33. x%° 34. (22”5
35. (45)"(86%") 36. (8x5) 25

37. (" 38, (dx®y8)*>

39, (*"*? 40. (a®5y"

a1. xty ™y 8y’y"? A2, (xS0

a3 & 5/2 " _2x1/3 4
. y4 y1/2Z1/6

3 -2 -1 10_ —5\1/5
. (_) o OO

ap~1/? )
azb—3 3 x—zb—1
x—lyz a3/2y1/3

15-32 & Simplifique la expresi6n y elimine cualquier exponente
negativo.

(9st)*"
" (275

48.

[« -]

47

15. ¢/t 16. (4x°)(6x")
17. (12%%)(3x%) 18. (6y)’
x9(2x)4 a_3b4
19. ——xa— 20, I
21. p*3pH) (1267°) 22. (25t ) s5)(16t")
23. (rs)*(2s) (4r)* 24. (VY (Gulv)?
3\4 N2f o4
25, (6y°) 2. &) (3x)

2y° N



33-38 & Exprese ¢l intervalo en términos de desigualdades y
grafiquelo.

33. (-3,0) 34. (2, 8]
35. [2, 8) 36. [-6, 51
37. [2, 00) 38. (-, 1)

-39-44 ® Exprese la desigualdad en notacién de intervalos y reali-
ce las grificas correspondientes.

39. x =<1 4. 1 =sx <2
41. —?\,<x-€I 42. x = -5
43. x> -1 44. -5 <x<?2

45-50 = Grafique el conjunto.

45. (-2,0) U (-1, 1) 46. (-2, ) N (-1, 1)
47. [-4,6] N [0, 8) 48. [-4,6) U [0, 8)
49. (—o0,-4) U (4, ) 50. (—, 6] N (2, 10)

51-54 & Evaliie cada una de las expresiones.

51. (a) 1100 (b) 1-731

52. (@) | -8 —(=2) | ) 17-101
—1

53. (@) |[1-61-1-41] (b) l—_——ll

54. (a) |2 —1-121] () -1-[1-1-11]



